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ABSTRACT: Invers modellering, ofte ogsa benavnt automatisk parameterestimation eller invers
modellering, involverer flere kritiske valg og kan ved uhensigtsmassig brug resultere i darlige
resultater. Opstilling af objektiv funktionen, der er den sterrelse, som den inverse model vil forsege
at minimere ved at justere parametervardierne, er et af de kritiske skridt i automatisk paramete-
restimation. Det skal specificeres, hvordan observationer af samme type og observationer af for-
skellige type skal vagtes indbyrdes og i forhold til hinanden. Optimeringsalgoritmen, der skal
minimere den definerede objektiv funktion, er et andet vigtigt valg 1 parameterestimationen. I dette
kapitel preesenteres en global metode og en lokal metode, hvor vegten legges pa sidstnevnte.
Problemer med lokale minima og manglende entydighed beskrives, og der angives retningslinier
for, hvordan problemerne kan minimeres. Desuden beskrives problemer med estimation af ureali-
stiske parametervaerdier. Et eksempel illustrerer, hvordan valg af observationsdata, vaegtning af
disse data, og parametrisering pavirker resultaterne fra den inverse optimering. Endelig gives nogle
retningslinier for, hvilke spergsmal der ber stilles, nér resultaterne fra den inverse model skal
evalueres.

14.1 INDLEDNING

Poeter & Hill (1997) opfordrede i artiklen ”Inverse models: A necessary next step in ground-water
modeling” til eget brug af automatisk parameteroptimering i forbindelse med grundvandsmodelle-
ring. Som argumenter for at bruge invers modellering anforer Poeter & Hill, at metoden har evnen
til at (1) automatisk at finde de parametre, der giver den bedste overensstemmelse mellem observe-
ret og simuleret hydraulisk trykniveau og vandflukse, (2) kvantificere kvaliteten af kalibreringen,
(3) identificere mangler og behov mht. observationsdata, (4) beregne konfidensintervaller pa de
estimerede parametre, (5) identificere parameterkorrelation og sensitivitet af parametre, og (6)
tilvejebringe et objektivt grundlag for sammenligning af forskellige konceptuelle modeller. Siden
Poeter & Hills artikel udkom, er automatiske optimeringsalgoritmer blevet indbygget i de fleste
modelsystemer pa markedet (f.eks. Groundwater Vistas, GMS, MIKE SHE), hvilket gor det relativt
let at foretage invers optimering. Sidelgbende hermed stilles der i sterre og sterre grad krav om
anvendelse af automatiske kalibreringsmetoder fra vandressourceforvalternes side. Dette har gjort,
at inverse metoder i dag anvendes ekstensivt f.eks. i forbindelse med modellering af indsatsomra-
der. Det er imidlertid ikke altid, at de inverse metoder anvendes lige hensigtsmaessigt, og oftest
udnyttes kun en lille del af den information, en invers model potentielt kan give brugeren. Det er
f.eks. sjeldent, at informationen i de seks punkter anfert ovenfor bliver udnyttet samtidigt i de
opgaver der udferes i Danmark.
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Figur 14 Ramme for automatisk kalibrering, hvor sammenhen-
gen mellem simuleringsmodellen og optimeringsalgoritmen ses
(fra Madsen & Jacobsen, 2002).

Automatisk (eller invers) parameteroptimering kan illustreres som vist pa figur 14.1. Den inverse
model bestér af folgende elementer:
1. en numerisk kode (f.eks. MODFLOW)
2. den hydrogeologiske tolkningsmodel ("model setup” eller konceptuel model — indgédende
stromningselementer, randbetingelser, etc.) samt pavirkninger (“model forcing” — nedbers-
input, oppumpning, vandudledning, etc.)

3. parametrisering og valg af kalibreringsparametre
4. observationsdata

5. kalibreringskriterium (objektiv funktion)

6. optimeringsalgoritme

I dette kapitel vil der blive fokuseret pa punkterne 5 og 6, idet de gvrige punkter er behandlet andre
steder i hdndbogen. Retningslinier for modelkalibrering vha. invers modellering er desuden beskre-
vet udferligt i Hill (1998), hvor der bl.a. er anfart en checkliste pad 16 punkter, som beskriver god
kalibreringspraksis. I forhold til sidstnavnte reference vil der her blive fokuseret pa nogle af pro-
blemerne ved anvendelse af automatisk parameterestimation.

14.2 KALIBRERINGSKRITERIUM (OBJEKTIV FUNKTION)

I automatisk parameterestimation skal der defineres et enkelt udtryk, som kan minimeres vha. en
matematisk/numerisk optimeringsalgoritme. Dette udtryk kaldes ogsé for objektiv-funktionen, G,
som er et mal for afvigelsen mellem en observeret og simuleret variabel fra det modellerede sy-
stem. Normalt defineres G som en vagtet sum af kvadratet pa residualerne 1; = Wopsi — Wsim,i» NVOT
Wsim,i er den simulerede vaerdi af w5, 0g W er en variabel fra grundvandssystemet

G(b) = Zn‘,wmz (14.1)
i-1

b er vektoren af kalibreringsparametre, som i forbindelse med grundvandsmodellering primeert vil

vaere sammensat af hydrauliske ledningsevner for forskellige lag og zoner, vandlebskonduktivitet
(lekagekoefficient), drenkonduktivitet (drenkoefficient), samt eventuelt randbetingelser sasom
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verdien af trykniveauet pd en rand med fastholdt tryk eller grundvandsdannelsen til modellen.
Endelig er w; vegtningen af det enkelte residual. Residualerne kan vaere baseret pa forskellige
datatyper, f.eks. hydraulisk trykniveau eller vandlebstilstramning, og det er derfor mest hensigts-
maessigt at differentiere mellem residualer af samme type og residualer af forskellige type, da
vaegtningen vil vere forskellig alt efter om der er tale om vagtning indenfor datatype eller mellem
datatype. I de to efterfolgende afsnit behandles hhv. vaegtning indenfor og mellem datatyper.

14.2.1 Veegtning indenfor datatyper
I dette afsnit antages, at der kun indgér én type observation i G, f.eks. data for hydraulisk trykni-
veau, og det er derfor kun vaegtningen af de enkelte residualer, w;, der skal kvantificeres.
Vagtningen kan foretages pad mange forskellige mader. Den ene ekstrem bestar i subjektivt at
tildele observationer, hvor man ensker en nejagtig simulering, hgje vagte, mens observationer,
hvor der ikke er behov for en ngjagtig reproduktion af de observerede vardier, tildeles lave vagte.
Som modsetning til denne fremgangsmade kan det forseges at estimere usikkerheden pé de enkelte
residualer (summen af observationsfejl og modelleringsfejl), hvilket anbefales sterkt f.eks. i Hill
(1998) og Hill & Tiedeman (2002). Teoretisk set er det fornuftigt at tildele en lille vaegt til et resi-
dual, hvis der er stor usikkerhed om f.eks. den observerede verdi, da det ikke er rimeligt at tilstrae-
be en ngjagtig simulering af en observationsverdi, der er stor usikkerhed pd. Nér der udferes
manual kalibrering, kan den slags overvejelser foretages implicit, idet hydrogeologen, der udferer
kalibreringen, bevidst eller ubevidst vil bruge mindre energi pé at tilpasse modellen i omrader, hvor
f.eks. malingerne af hydraulisk trykniveau er af @ldre dato, eller hvor der ikke er information
tilgeengelig om filtersetning. Med den automatiske optimeringsalgoritme er det ligeledes muligt at
foretage en lignende afvejning af usikkerhederne, ved at kvantificere disse og give dem som input
til modellen i form af vaegte pa de enkelte residualer. En ofte anvendt metode er at tildele residua-
lerne en vagt, der er omvendt proportional med variansen pé fejlen pé residualerne, ¢°

W, = — (14.2)

Problemet ved at tildele vaegte pa baggrund af usikkerheder er, at det kan vare vanskeligt at
kvantificere hhv. observationsfejl og modelfejl. Observationsfejlen bestér af faktorer som maéle-
usikkerhed, barometereffekt, og kotefejl (se kapitel 15, Kalibrering af stremningsmodel), og det vil
i de fleste tilfaelde veere muligt at komme med et kvalificeret bud pé disse typer af fejl. Modelfejlen
bestar af elementer som diskretiseringsfejl, manglende modellering af geologisk heterogenitet
(udtrykt ved den rumlige variation i hydraulisk ledningsevne), samt manglende viden om den
arealdistribuerede grundvandsdannelse. Effekten af geologisk heterogenitet pa usikkerheden i
modelleret trykniveau er en af de vigtigste modelusikkerheder og er beskrevet i kapitel 11 (Skala-
forhold og heterogenitet). Denne usikkerhed kan kvantificeres f.eks. vha. udtryk (11.16), hvis der
er en tilstrekkelig datamangde til rddighed om hydraulisk ledningsevne til at de geostatistiske
egenskaber for K kan bestemmes.

Usikkerheden pa grundvandsdannelsen er den sterrelse, som det er sveerest at handtere. Dels er
det vanskeligt at kvantificere usikkerheden p& grundvandsdannelsen, dels er det vanskeligt at
kvantificere, hvordan usikkerheden pa grundvandsdannelsen forplanter sig til en usikkerhed pa
hydraulisk trykniveau. Gelhar (1993) behandler emnet, men kommer ikke frem til generelle udtryk
for usikkerheden pa hydraulisk trykniveau, som det er tilfeeldet for effekten af heterogenitet i
hydraulisk ledningsevne. Gelhars analyse giver imidlertid en indikation af, at grundvandsdannelsen
er en vigtig faktor for usikkerheden pé hydraulisk trykniveau. Det mé forventes, at grundvandsma-
gasiner taet pa jordoverfladen (typisk frie magasiner) vil veere mere pavirket af denne effekt end
dybereliggende magasiner. Det ma ligeledes forventes, at grundvandsdannelsen til magasiner, der
er overlejret af komplekse geologiske formationer som f.eks. moraneforekomster, og hvor terrenet
er steerk kuperet, vil vaere beheftet med betydelig storre usikkerhed end grundvandsdannelsen til
magasiner med relativ homogen geologi og fladt terraen.

De fleste dataseet for hydraulisk trykniveau vil have en uensformig rumlig fordeling. Typisk fin-
der der mange malinger i omrader med store vandindvindingsinteresser, og der kan derfor vere en
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tendens til, at disse mélinger kommer til at styre optimeringen i hgjere grad end informationsvaerdi-
en i malingerne berettiger til. Det skyldes, at ndr malingerne er klumpet sammen (“clustering”), mé
det forventes, at de er positivt korrelerede, hvilket betyder, at hvis den ene maling stiger vil en
narliggende maling ligeledes stige. Derfor kan det vere berettiget og hensigtsmaessigt for optime-
ringen at tildele malinger i omradder med mange observationer en mindre vaegt end en uafthengig
analyse af fejlene pa malingen og modelresultaterne pa mélelokaliteten vil resultere i. Da der ikke
pa forhand er viden om korrelationen mellem mélingerne, ma vagtningen foretages ad hoc, og ma
eventuelt foretages iterativt idet der gennemfores flere inverse optimeringer med forskellige vaegt-
ninger.

Som den ovenstdende gennemgang viser, vil en kvantificering af vaegtene pa baggrund af usik-
kerheden pa residualerne ikke kunne gennemfores uden en vis brug af mere eller mindre subjektive
overvejelser. Alligevel kan det anbefales, at usikkerheden estimeres, da det dels tvinger hydrogeo-
logen til at tage stilling til kvaliteten af de enkelte observationer, og da det dels giver en plausibel
vaegtning af de enkelte residualer. Eventuelt kan vagtning pa basis af usikkerheder kombineres
med en subjektiv veegtning, hvor residualer beliggende i omrader med stor interesse veagtes hgjere
end omrader med lille fokus. Dette svarer til, at man accepterer en sterre modelfejl i omraderne
med lille fokus, da hverken grundvandsdannelsen eller variationen i hydraulisk ledningsevne her
beskrives i detalje. Eksempelvis vil man forvente en relativ upreecis reproduktion af det hydrauliske
trykniveau i omrader, hvor heterogene grundvandsmagasiner beskrives vha. store homogene enhe-
der. Det kan derfor forventes, at den resulterende RMS-verdi bliver relativt hej, da effekten af
smaskalaheterogeniteter ikke fanges af modellen. Der skal imidlertid stadig stilles krav til en for-
nuftig middelfejl (f.eks. ME-verdi), da det kan vaere vigtigt for det tilgreensende fokusomrade, at
omradet fungerer som en fornuftig randbetingelse.

14.2.2  Veegtning mellem forskellige datatyper
Ofte er det bade muligt og hensigts-
maessigt at kalibrere mod mere end én
type observationsdata. F.eks. kan der
ud over trykniveaudata vaere vandlebs- B
afstromning, Q, stofkoncentration, C,
eller dateringer af grundvandets alder,
T, til radighed. Hvis de enkelte resi-
dualer vagtes med usikkerheden pa
observationen, vil de vaegtede residua-
ler vere dimensionslese, og det wvil
derfor vere uproblematisk at beregne C
summen af de kvadrerede residualer
og minimere denne sterrelse. Normalt
vil der imidlertid veere flere mélinger
til stede af den ene type observation
end den anden, og der vil derfor vare
en maske utilsigtet tendens til, at den G,
type data, som der er flest observatio-

ner af, vil dominere optimeringen.
Problemet kan illustreres vha. figur Figur 14.2 Illustration af Pareto-fronten i et tilfeelde

14.2, hvor G, og G, kan vere objektiv- med to objektivfunktioner G1 og G2. Punktet A angiver

funktioner for hhv. trykniveau og vand- ¢€n optimering, hvor kun type 2 observationer er an-

lobsafstremning vendt, B angiver et tilfaelde hvor kun type 1 observatio-
ner er anvendt, men C angiver et balanceret optimum
baseret pa begge typer informationer.

Gy

v
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G, = z w; (hubs,i - hsim,i)z
i=1

” (14.3)
GZ = Z Wi (Qabs,i - Qsim,i)2
i=l
Kurven pa figur 14.2 angiver minimum af funktionen
G =v,G, +v,G, (14.4)

hvor 0 <v; <1 og ) vi= 1. Punktet A er G’s minimum, hvis der kun inddrages observationer af
vandlebsafstremningen i optimeringen (v; = 0; v, = 1), mens punktet B svarer til en optimering,
hvor der kun bruges observationer af trykniveau i optimeringen (v; = 1; v, = 0). Alle andre punkter
pa kurven, der forbinder A og B, repraesenterer optimum af G for forskellige valg af v, og v,, og
betegnes Pareto-fronten. Hvor pa Pareto-fronten man ensker at befinde sig er et subjektivt valg og
athanger af den givne problemstilling. Hvis begge observationstyper tilleegges lige meget vaegt, vil
det veere hensigtsmaessigt at kunne ramme punktet C, som kan betegnes som et balanceret opti-
mum. Det er imidlertid ikke pa forhand muligt at bestemme verdierne af v, og v,, der sikrer, at
punkt C rammes. Teoretisk set skal hele Pareto-fronten estimeres i hver konkret problemstilling,
for det balancerede optimum kan bestemmes. I praksis kan det imidlertid resultere i et uoverkom-
meligt antal modelsimuleringer, og denne fremgangsméade vil derfor ikke vaere mulig generelt.

En anden og meget pragmatisk made at finde en passende veegtning af forskellige datatyper pa,
bestar i forst at bestemme punkt A og B pa figur 14.2. Det kraver, at der gennemfores to inverse
kersler, hvor der hhv. kun optimeres mod trykniveaudata og vandlgbsafstremning. Her ud fra kan
folgende vaegte bestemmes

v =1-—2L (14.5)

hvor Gj; er den optimale vardi af objektivfunktionen for datatype i optimeret udelukkende pé basis
af datatype j.

Hopmans et al. (2002) har foresldet, at der vaegtes med antallet af observationer, som er til
radighed indenfor de forskellige datatyper

1 N, (14.6)
V. =1—— .
’ N

hvor N; er antallet af observationer af datatype i og N er det totale antal observationer, N = > N;.
Denne vaegtning forudsetter dels, at de indgéende residualer har samme dimension (evt. er dimen-
sionslase), dels at alle observationer indenfor de enkelte datatyper indeholder lige meget informati-
on. Sidstnavnte antagelse vil oftest ikke vere opfyldt, da observationer foretaget pa visse lokalite-
ter vil have sterre vaerdi end andre steder. Eksempelvis vil en trykniveauobservation fra en boring
placeret teet pa en fastholdt trykniveau-rand vaere af mindre vaerdi for optimeringen end en observa-
tion placeret i midten af modelomradet. Hvis der er relativt mange observationer i et omrade, vil
vardien af hver enkelt observation sandsynligvis vaere mindre end en observation fra et datafattigt
omréde. Ligning (14.6) vil dog kunne give et kvalificeret estimat af, hvordan de enkelte datatyper
skal veegtes.

Hvis G, og G, (givet ved udtryk (14.3), hvor w; = 1/6;°) er bestemt til hhv. 45 og 8 i en situation,
hvor der kun er optimeret mod 110 trykniveauobservationer, og G; og G, er bestemt til hhv. 67 og
4 1 en optimering, hvor der kun er anvendt 3 afstremningsobservationer, fas vha. (14.5) v; = 0.1 og
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v, = 0.9. Havde (14.6) varet anvendt ville de tilsvarende vagte vaere blevet estimeret til v; = 0.03
og v, =0.97.

I praksis vil det ofte vaere nedvendigt at anvende trial-and-error metoden for at bestemme en
hensigtsmaessig veegtning mellem forskellige datatyper, hvor forskellige vagte specificeres, og
resultaterne vurderes successivt. I dette tilfzelde er det ikke nedvendigt, at de enkelte residualer er
dimensionslese, da forskellen mellem den numeriske verdi af residualer af forskellig type kan
vurderes manuelt. Anvendelse af udtryk (14.5) kreever ligeledes ikke, at der arbejdes med dimensi-
onslase residualer (eller residualer med samme dimension).

Nogle modelsystemer giver kun mulighed for at angive én veagt pd hver observation, og i dette
tilfeelde er det nedvendigt at multiplicere vaegtene v og w med hinanden og indsatte resultatet som
vagtningen af observationspunkterne.

14.2.3  Brug af a priori information
Observationer af parametre, der skal estimeres, kan ogsa inddrages i optimeringen. Normalt define-
res en ny objektiv funktion af folgende form

G, =Y wi(b,,,—b)’ (14.7)

hvor b,s; er den observerede vaerdi af parameteren b;. G, omtales ofte som en “penalty function”,
da optimeringen bliver “straffet”, hvis parameteren b; bevaeger sig for langt veek fra den observere-
de verdi. En penalty funktion kan forhindre estimation af urealistiske parametre og afthjalpe pro-
blemer med manglende entydighed (Carrera & Neuman, 1986). Til gengaeld skal man vare papas-
selig, nér der skal specificeres observationsvardier for en parameter. Som beskrevet 1 kapitel 4, er
malinger af hydrauliske ledningsevne skalaathaengige og det vil derfor vere fejlagtigt at anvende
f.eks. en K-veerdi baseret pa slugtest som apriori parameter i en model, der arbejder pa oplandsska-
la. Hvis de malte data svarer til modelleringsskalaen er der stadig risiko for, at de tilgengelige
punktmalinger ikke er repraesentative for de parameterzoner, der er defineret under parametriserin-
gen af modellen. Samlet mé det anbefales at anvende malinger af parametre i optimeringen af
modellen med stor forsigtighed. Der er i litteraturen stor uenighed om, hvorvidt a priori information
skal medtages i objektiv funktionen. Uenigheden straekker sig fra helt at undgé det (Ginn & Cush-
man, 1990) til anbefalinger om, at det kan styrke optimeringen betragteligt (Carrera & Neuman,
1986). Alternativt kan observationer af parametre anvendes til at identificere realistiske intervaller
for den pageldende parameter, indenfor hvilket det mé forventes at den estimerede parameter skal

ligge.

14.3 OPTIMERINGSALGORITMER

Objektivfunktionen G givet ved (14.1) kan i matrix-notation skrives som

Gb)=r"wr (14.8)

hvor e angiver en vektor og e angiver en matrice. For et simpelt eksempel med blot 5 trykni-

veauobservationer, hvor de 3 forste observationer har en standardafvigelse pa 2 m og de to sidste
har en standardafvigelse pa 3 m fas (vaegtene antages omvendt proportionale med variansen)
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Boper =y | (/2 0 0 0 0
Props s =My s 0 1/2>0 0 0
r=|hys—hg, w=| 0 0 (1/2° 0 0 (14.9)
Pops s =P 4 0 0 0 (1/3)* 0
| Poss = Pims | 0 0 0 0 (/3]

Idet vaegtningsmatricen kun bestar af diagonalelementer antages det implicit, at trykniveauobserva-
tionerne er indbyrdes uathengige.

Matematisk formuleret skal optimeringsalgoritmen finde den kombination af parameterverdier,
der minimerer G

b = Min{G(b)} (14.10)

hvor b er vektoren af parameterestimater, der resulterer i, at G bliver mindst muligt. Der findes

forskellige typer af algoritmer, der er udviklet til dette formél. Overordnet kan de inddeles i globale
og lokale metoder (Sooroshian & Gupta, 1995). De lokale metoder er designet til at finde minimum
for objektivfunktioner, hvis vardi kontinuert aftager mod et enkelt minimum. De globale metoder
er designet til at finde minimum for objektivfunktioner, der har mere end et hul, og hvor der derfor
er en risiko for at havne i et lokalt minimum. I det folgende vil kun de mest almindelige algoritmer
blive kort beskrevet. Mht. til den globale metode drejer det sig om den sakaldte Suffle complex
evolution algoritme (modul i MIKE SHE), mens der for den lokale metode er tale om de gradient-
baserede metoder, som kendes fra f.eks. MODFLOW2000, PEST og UCODE.

14.3.1 Suffle complex evolution method (SCE-metoden)

Indenfor grundvandsmodellering benyttes der primart lokale, gradientbaserede optimeringsalgo-
ritmer til automatisk modeloptimering. Optimeringsalgoritmen i MIKE SHE er dog en undtagelse
fra denne tendens, idet der her anvendes en global optimeringsalgoritme ved navn suffle complex
evolution method (Duan et al., 1992; Madsen, 2000). Denne metode benytter sig af en i princippet
relativt simpel strategi. Initielt samples der et antal (N) tilfeldige parameterkombinationer i et pa
forhand defineret parameterrum (f.eks. givet ved minimum og maksimum for hver kalibreringspa-
rameter), og modellen eksekveres for alle parameterudfaldene. I naste iteration udvealges igen N
parameterudfald, men denne gang samples der mere malrettet i omegnen af det parameterudfald,
der i forste iteration gav den bedste overensstemmelse mellem observerede og simulerede verdier.
Séledes fortsaetter optimeringen indtil optimeringen konvergerer. SCE metoden er lidt mere avan-
ceret end beskrevet ovenfor, idet der kan defineres et antal “complexes”, dvs. grupper, saledes at
optimeringen efter forste iteration forleber i flere grupper, der kan kere i separate retninger, hvor-
ved der er mindre risiko for at havne i et lokalt minimum.

SCE-metoden er designet til at optimere meget ikke-lineere problemstillinger, hvor det kan
forventes, at objektivfunktionen er plaget af et eller flere lokale minima. Eksempelvis kan det
forventes, at modeller der indeholder den umettede zone vil vare sterkt ikke-lineeere. Ligeledes vil
fuldt integrerede hydrologiske modeller (med eller uden en fysisk beskrivelse af den umettede
zone) have relativt stor chance for at vaere starkt ikke-lineaere. 1 forhold til de nedenfor beskrevne
gradientmetoder, er der storre chance for at optimeringen finder et globalt minimum, men til gen-
geeld skal der ogsé benyttes flere modelsimuleringer, ndr SCE-metoden benyttes.

14.3.2 Gradientbaserede metoder
I de gradientbaserede metoder minimeres G ved funktionsanalyse, idet nulpunktet for den afledede
af G seges iterativt. Figur 14.3 illustrerer i det simple tilfzlde med kun en parameter, hvordan
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Figur 14.3 Illustration af princippet i de gradientbaserede metoders optimering. De korte
liniestykker, der tangerer kurven, repreesenterer gradienten af objektivfunktionen G.

optimeringen principielt forleber. Optimeringen pabegyndes f.eks. i punktet A, og for at finde en
lavere vaerdi af objektivfunktionen G, bestemmes haldningen af G i punktet. Herved findes retnin-
gen 1 hvilken modelparameteren skal justeres. Herefter flyttes parameteren til punkt B, en ny heeld-
ning findes, og optimeringen fortsaettes pa denne iterative made, indtil heeldningen af G er nul, og
det derfor mé antages, at objektivfunktionens minimum er fundet.

Til bestemmelse af, hvordan modelparametrene skal @ndres i hver iteration beregnes den sa-
kaldte Jacobi-matrice, J, som indeholder sensitivitetskoefficienterne

a l//sim,i
ob,

(14.11)

De enkelte sensitivitetskoefficienter angiver, hvor meget simuleringsvaerdien yy;,; @ndrer sig, nar
parameteren b; @ndres. En stor sensitivitetskoefficient er udtryk for, at den simulerede vaerdi &nd-
rer sig meget nér den pageldende parameter @ndre storrelse. Parameteren har med andre ord stor
indflydelse pa simuleringen af f.eks. hydraulisk trykniveau i det pageeldende punkt.

I eksemplet med 5 observationer af hydraulisk ledningsevne og 3 parametre fés folgende Jacobi-
matrice

[ oh,,, ©Oh oh
ob,  ob,  0Ob,

sim,1 sim,1

J=| . . . (14.12)

oh,, s ©Oh, . oh
ob,  0b,  ob,

sim,5 sim,5

Praecisionen af beregningen af sensitivitetskoefficienterne i Jacobi-matricen er af afgerende be-
tydning for en gradientbaseret metode. UCODE og PEST anvender en forward eller central approk-
simation til beregning af sensitivitetskoefficienterne givet ved
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61”,‘ ~ l//i(bj +Abj)_':”i(bj)

forward
ob ; Ab;‘
_ R (14.13)
oy, ~ Wilb; )Yl J central
5bj 2Ab ;

Central-approksimationen har sterre praecision end forward approksimationen, men til gengaeld
krever det dobbelt s& mange eksekveringer af grundvandsmodellen at beregne central-
approksimationen. Den bedste pracision opnas ved brug af den sdkaldte “sensitivity-equation”
metode, som er indbygget i MODFLOW2000 (Hill et al., 2000).

Med en gradientbaseret metode opnas de bedste resultater, hvis G er en kontinuert funktion, der
varierer gradvist med parametrene. Dette vil vere tilfeeldet for artesisk grundvandsstremning, men
der findes en lang reekke tilfeelde, hvor G er diskontinuert. F.eks. vil inaktivering af celler i et frit
magasin, der pga. smé @ndringer i parametervaerdierne kommer til at ligge over grundvandsspejlet,
resultere 1 en markant endring af trykniveauresponset, som folgende kan have en uhensigtsmassig
effekt pa beregningen af sensitivitetskoefficienterne. Aktivering af draenflow, nér trykniveauet
overstiger en forudbestemt verdi, eller aktivering af overfladeafstremning, nér trykniveauet over-
stiger terreenkoten er andre mere fysiske eksempler pa diskontinuerte reaktioner i hydrologiske
modeller. I sddanne tilfaelde vil det veere svert for en gradientbaseret metode at bestemme dels

retningen og sterrelsen af @ndringen i parametervektoren b .

Som det ses af figur 14.3 athanger optimeringen af den skitserede objektivfunktion med en
gradientbaseret metode af verdien af det initielle parameterestimat. Hvis optimeringen startes i
punkt A, vil det globale minimum blive fundet, men hvis optimeringen pabegyndes enten til ven-
stre eller hejre for dalen, hvor det globale minimum befinder sig, vil metoden resultere i et lokalt
minimum. De gradientbaserede metoder er derfor bedst egnede til forholdsvis lineare problemstil-
linger.

UCODE og PEST, som er de mest anvendte generelle optimeringsmodeller indenfor grund-
vandsmodellering, er begge gradientbaserede metoder, og er mht. de basale antagelse og algoritmer
meget ens. I PEST foretages der en mere raffineret bestemmelse af den skridtlengde de enkelte
parametre tager i hver iteration, hvilket kan resultere i en hurtigere konvergens end det er tilfeeldet
for UCODE. Desuden er det i PEST muligt at angive greenser for det interval, de enkelte parametre
ma bevage sig indenfor under optimeringen. Herved kan urealistiske parameterestimater undgés,
og denne facilitet gor, at PEST bliver foretrukket frem for UCODE af nogle brugere.

14.4 ENTYDIGHEDSPROBLEMER

Manglende entydighed (“non-uniqueness”) optrader, nér ét sat observationsdata, f.eks. hydrauli-
ske trykniveaudata, fra det betragtede system kan resultere i mere end en invers lgsning mht. para-

metrene b . Dette kan forekomme i principielt set to forskellige situationer. I den ene situation er

det muligt at simulere det samme respons ved anvendelse af forskellige parametersat. Dette vil
eksempelvis vere tilfeeldet, hvis to parametre er perfekt korrelerede, og der derfor findes et uende-
ligt antal kombinationer af de to parametre, der resulterer i ngjagtigt samme trykniveaufordeling og
dermed ogsa i samme veerdi af objektivfunktionen G. Der er med andre ord mulighed for at genere-
re det samme trykniveaubillede og derfor ogsd samme stremningssituation med forskellige kombi-
nationer af modelparametrene. Problemet er imidlertid, at modeller parametriseret med de forskel-
lige parametersat vil reagere forskelligt pé f.eks. nye randbetingelser og pavirkninger af systemet
(oppumpning, draening, etc.), og modellen er derfor uegnet til at lave prediktioner med.

Den anden type af manglende entydighed optrader, hvis flere forskellige parameterkombinatio-
ner giver samme G-verdi, men ikke ngdvendigvis samme trykniveaufordeling. Dette svarer til, at
der er flere stort set lige dybe huller i objektivfunktionen, hvor overensstemmelsen mellem obser-
veret og simuleret respons er lige god, men hvor residualerne er fordelt forskelligt. Denne situation
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benavnes ogsd “equi-finality”, og kan opsta i selv velformulerede problemstillinger, hvor der ikke
er problemer med manglende parameter-sensitivitet eller hgj parameterkorrelation. De forskellige
losninger vil generere forskellige stremningssystemer, som vil resultere i forskellige resultater mht.
variable, som der ikke er blevet kalibreret imod. Hvis der f.eks. kun kalibreres mod observationer
af hydraulisk trykniveau, vil de alternative parameterset resultere i simulering af forskellig til-
stromning til vandleb, forskellige opholdstider i de enkelte magasiner, etc. Derfor vil inddragelse af
andre typer af observationsdata i kalibreringsprocessen ofte kunne afhjelpe problemet med mang-
lende entydighed, da der pga. de ekstra data lagges flere band pa optimeringen, og antallet af
mulige lasninger indsnavres — i bedste fald til kun en enkelt.

Risikoen for manglende entydighed eges, nar antallet af kalibreringsparametre stiger. Derved
forages sandsynligheden for, at optimeringen resulterer i et s@t parameterestimater, der ikke er i
overensstemmelse med virkeligheden. Hvis en model parametriseret med et sadant parametersact
udsettes for en valideringstest, er der stor sandsynlighed for at der opnés et dérligt valideringsre-
sultat. Et eksempel pa dette problem ses i figur 15.1 i kapitlet om validering, hvor der genereres
utilfredsstillende valideringsresultater, nar antallet af parametre bliver for hajt.

Manglende entydighed vil med sikkerhed optreede, hvis der estimeres flere parametre, end der er
observationsdata til radighed. Det er imidlertid ikke tilstreekkeligt blot at kraeve, at antallet af
observationsdata er storre end antallet af kalibreringsparametre for at opné entydighed. Vardien af
den enkelte observation vil bl.a. athaenge af placering og nejagtighed, og der kan derfor ikke opstil-
les generelle retningslinier for sammenhangen mellem antallet af observationsdata, der er til radig-
hed for optimeringen, og antallet af parametre der entydigt kan estimeres.

Der kan imidlertid gives nogle anbefalinger for, hvordan entydighed bedst muligt tilstreebes
(bl.a. Carrera & Neuman, 1986; Hill, 1998):

e Minimering af fejlen (usikkerheden) pé observationsdata

e Anvendelse af flere forskellige typer data og dermed objektivfunktioner

e Basere parametriseringen (f.eks. afgrensning af zoner, indenfor hvilke parametrene er ho-
mogene) pa geologiske og andre fysiske tolkninger, der retfaerdigger den valgte opdeling af
systemet i parameterzoner. Herved minimeres risikoen for at parameterestimationen redu-
ceres til en ren datafitningsevelse.

e Anvendelse af logaritmisk transformeret hydraulisk ledningsevne, da det minimerer graden
af ikke-linearitet mellem modelparametre og trykniveau (Carrera & Neuman, 1986)

o Tilstraebe hejst mulig sensitivitet af modelparametrene. Dette er der flere muligheder for:
- Det er vigtigt at foretage et hensigtsmeessigt valg af kalibreringsparametre, der ikke resul-
terer i en eller flere usensitive parametre. Dette vil ofte betyde, at antallet af kalibreringspa-
rametre skal holdes relativt lavt.
- Det kan ligeledes anbefales at anvende specificeret fluks (eller gradient) frem for specifi-
ceret trykniveau som modelrandbetingelse, da det resulterer i hgjere parametersensitivite-
ter.

14.5 PARAMETERUSIKKERHED

Fordelen ved at anvende en statistisk baseret invers model er, udover at opna forh&bentligt optimale
parameterestimater, at der bestemmes en rekke statistiske storrelser for de estimerede parameter.
Afhangig af, hvor mange antagelser der er opfyldt, kan der uddrages mere eller mindre information
om parametrenes statistiske egenskaber.

Kovariansmatricen pa de estimerede parametre é kan beregnes som (Hill, 1998)

Cov(l;) =s2&Tv=v i]il (14.14)

2 o . . . .
hvor s~ er den sékaldte estimations-varians (”calculated error variance” eller ”goodness of fit”)
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52 =;G(5) = ;[KTW r] (14.15)
Nobs_Nb Nobs_Nb -

Udtryk (14.14) er udledt under antagelse om linearitet mellem modelparametre og modelrespons

(f.eks. hydraulisk trykniveau) omkring de optimale parametre é , hvilket ikke er opfyldt mht.

grundvandsstremning. Desuden antages det, at residualerne 1; er tilfeeldigt fordelt og ukorrelerede,
hvilket ogsa kan vare svert at opfylde i praksis. Udtryk (14.14) er derfor en approksimation til den
sande kovariansmatrice, og det kan forventes, at udtrykket generelt vil underestimere den sande
usikkerhed pa parametrene.

Indseettes (14.15) i (14.14) fas

Cow(b) = ﬁ[ﬁ; ]l w ]
obs =NV (14.16)

= ﬁ[xﬂ&l]l

Det ses af (14.16), at den estimerede kovariansmatrice udelukkende athenger af residualerne »(b)
og Jacobi-matricen J, som indeholder sensitivitetskoefficienterne. Intuitivt ville man forvente, at

parameterusikkerheden afthanger af den usikkerhed, som de benyttede observationsdata paheftes.
Dette er imidlertid ikke tilfeeldet, da observationsusikkerheden alene udnyttes i estimationen af
parametre via deres plads i vagtningsmatricen w. Alt andet lige vil parameterusikkerheden oges,
nar residualerne r; vokser, mens den vil blive reduceret, nir parametersensitiviteten gges. Som det
ses af udtryk (14.16) er der omvendt proportionalitet mellem parameterusikkerheden og parameter-
sensitiviteten, hvilket betyder, at parametre, der har stor indflydelse pa simuleringen af observati-
onsdataene (hgj sensitivitet), er godt bestemt og derfor tilleegges en lille varians.

Det ses ogsd, at precisionen af sensitivitetskoefficienterne i Jacobimatricen J er specielt vigtig
i denne forbindelse, idet de multipliceres parvis og summeres for at beregne kovariansmatricen.

For tilfeeldet med 3 parametre fas en kovariansmatrice af formen

Var(b,) Cov(b,,b,) Cov(b,,b;)
Cov(l;) =| Cov(b,,b,) Var(b,) Cov(b,,b,) (14.17)
Cov(b,,b,) Cov(b;,b,) Var(b,)
hvor Var(b;) er variansen pa parameter nr. i og Cov(b;,b;) er kovariansen mellem parameter nr. i og

J. Kovariansmatricen er symmetrisk, dvs. Cov(b;,b;) = Cov(b;,b;). Korrelationsmatricen fas tilsva-
rende til

| Cov(b,,b,) Cov(b,,b,)
(Var(b,War(b,))" (Var(b,Var(b;))”
~ Cov(b,,b)) Cov(b,,b,)
Cor(b) = 1 .
or(b) (Var(b,Var(b,))"’ (Var(b, Var(b,))"* (1419
Cov(b,,b,) Cov(b,,b,) 1
| Var(b,Var(b))* (Var(byVar(b,))" |

Korrelationen mellem de enkelte parametre kan ligge i intervallet [-1; 1]. Hvis korrelationen er taet
pa 1 (numeriske veerdi), er de to parametre staerkt korreleret. Det er i dette tilfeelde tvivlsomt, om
der kan opnas entydige estimater af de to parametre, da det kun er forholdet mellem dem, som har

14-11



Handbog i grundvandsmodellering, Sonnenborg & Henriksen (eds) © 2005/80 GEUS

betydning for resultatet. Ifolge Hill et al. (1998) kan korrelationskoefficienter pa over 0.95 give
problemer med entydigheden.

Konfidensintervaller p4 de estimerede parametre kan under forudsatning om normalfordelte
residualer beregnes vha. (Hill, 1998)

b, it(n, 1.0—%}% (14.19)

ved et signifikansniveau pa a, hvor t( ) er t-fordelingen, og sy; er standard afvigelsen for parameter
nr. i. For et signifikansniveau pa 5%, svarende til et 95% konfidensinterval, fas for n — oo, at (o,
0.975) = 1.960, mens den tilsvarende verdi pa 32% niveau, svarende til et 68% konfidensinterval,
er pa 0.995. Hvis der er mange observationsdata til radighed i forhold til antallet af parametre (30
eller derover) vil man (approksimativt) med 68% sikkerhed kunne sige, at parameter b; vil ligge i
intervallet [b; - spi; b; + spi], mens der er 95% sikkerhed for, at parameteren vil ligge i intervallet [b; -
258pi; bi + 28pi].
Variationskoefficienten, C,, givet ved

Var(b,
¢, =yt _ s (14.20)

~

b, b,

1 1

er et udtryk for den relative usikkerhed pa et parameterestimat. En variationskoefficient C, < 1.0 vil
normalt betyde, at parameteren er godt bestemt. Hvis C, > 10 vil det i nogle tilfelde vere mere
hensigtsmaessigt at bestemme parameteren ud fra forh&ndsviden frem for at estimere den vha.
optimeringsalgoritmen. Et 95% konfidensinterval for en parameter med C, = 10 er approksimativt
givet ved [b; — 20 b;; b; + 20 b;], hvilket indikerer, at parameteren er relativt darligt bestemt. I nogle
tilfelde vil det veere muligt at angive et mindre bredt interval for den sande vardi af parameteren
ud fra erfaringsveerdier og foreliggende undersogelser. I sa fald er der grund til at gentage optime-
ringen, hvor kun parametre, der kan estimeres preecist, medtages i estimationen.

14.6 EKSEMPEL

I figur 14.4 er et to-dimensionalt stremningssystem vist. Randbetingelserne bestar af fastholdt
trykniveau pa 10 m pé den vestlige rand og fastholdt trykniveau pa 20 m ved den gstlige rand. Mod
nord og syd er der impermeable grenser. Der er ingen grundvandsdannelse i omrédet. Aquiferen
simuleres som et artesisk magasin med en ensformig lagtykkelse pa 10 m. Diskretiseringen i hori-
sontal retning er pa 200 m, mens der i vertikal retning benyttes et modellag. Fordelingen af hydrau-
lisk ledningsevne er givet ved to lige store omrader, hvor den vestlige ende har en ledningsevne pa
K, = 8.64 m/d (1:10™* m/s), og den ostlige ende har en ledningsevne, der er tre gange sé stor, K, =
26 m/d (3-10* m/s). Der er defineret 20 observationspunkter jeevnt fordelt over omradet, og i forste
omgang vil det ud fra disse 20 observationer af hydraulisk trykniveau (med en observationsusik-
kerhed svarende til en standardafvigelse pa 0.5 m) blive forsggt at estimere den hydrauliske led-
ningsevne i omradet vha. optimeringsprogrammet PEST.

I forste omgang antages K at vaere homogen og horisontal isotrop. Initielt settes K = 1 m/d. 1
optimering nr. 1 kalibreres der kun mod de 20 trykniveau-observationer. Optimeringen resulterer i
et estimat af K pa 25 m/d med et 95% konfidensinterval pa [2.5:10%°%; 1-10°* m/d], se tabel 14.1,
dvs. K-vaerdien i systemet er praktisk talt ubestemmelig. Optimeringen konvergerer efter tre itera-
tioner, hvilket er det antal iterationer, som PEST er blevet bedt om at foretage uden forbedringer i
objektivvaerdien G. Der opnas nemlig ingen &ndring i G, nar K @ndres, da trykniveaufordelingen
er totalt uafthangig af den specificerede K-verdi. Trykniveaufordelingen i et system med fastholdte
randbetingelser i opstroms og nedstrems ende og kun én K-veaerdi, er uathengig af den valgte K-
veerdi, og ved narmere eftersyn findes der meget sma sensitiviteter og composite parameter sensi-
tiviteter (se afsnit 14.8). Estimatet af K i denne opsatning er helt athengig af hvilken K-veerdi, der
bruges som startveerdi for optimeringen.
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Figur 14.4 Illustration af setup. De rede linier angiver zoneringen af hydraulisk ledningsevne. De
sorte punkter angiver lokaliteter, hvor der er observationer af hydraulisk trykniveau. De bla linier er
konturer af fordelingen af hydraulisk ledningsevne.

Det er derfor nedvendigt at bibringe optimeringen mere information, hvis der skal kunne esti-
mes entydige parametre. Ud fra den sande losning kendes fluksen til nedstrems rand i den vestlige
ende af systemet, Q = 655 m’/d. Variationskoefficienten antages at vare ca. 10% af afstromnings-
malingen, hvilket resulterer i en usikkerhed pa afstremningsmalingen, der svarer til en standardaf-
vigelse pa ca. 65 m’/d. Inkluderes denne observation i optimeringen findes resultatet angivet under
optimering nr. 2 i tabel 14.1. Der estimeres en hydraulisk ledningsevne, som ligger mellem de to
sande verdier pa 8.64 og 26 m/d, hvor de 13 m/d svarer til det harmoniske gennemsnit af de to
vaerdier (stromning gennem serieforbindelse), hvorved den korrekte fluks til nedstrems rand bereg-
nes. Da den homogene K-veardi stadig ikke har nogen indflydelse pa simuleringen af det hydrauli-
ske trykniveau, findes den samme overensstemmelse mellem simuleret og observeret trykniveau, se
figur 14.5.

Tabel 14.1 Resultater fra optimering af en enkelt homogen K-zone. SD angiver standardafvigelsen
pa observationerne, som benyttes 1 veegtningen af data.

Optimering Obs. Usikker- K-estimat (m/d) Lav 95% konf. Hgj. 95% konf. Int. RMSh (m)

nr. hed Int. (m/d) (m/d)

1 SDh=0.5m 25.0 2510 1:10"% 1.52
SDL=0.5m;

2 SDq = 65 m3/d 13.0 7.1 23.6 1.52
SDL=0.1m;

3 SDq = 65 m3/d 13.0 0.66 255.9 1.52
SDL=0.1m;

4 SDq = 13 m3/d 13.0 7.1 23.6 1.52

For at undersgge indflydelsen af vegtningen mellem trykniveauobservationerne og fluksobser-
vationen, sattes standardafvigelsen pa de observerede trykniveauer ned med en faktor 5 fra 0.5 m
til 0.1 m. Optimeringen gentages og resultatet ses under optimering nr. 3 i tabel 14.4. Estimatet af
K er stadig pa 13 m/d som i optimering nr. 2, men 95% konfidensintervallet er nu betydeligt brede-
re, til trods for at usikkerheden pa de observerede trykniveauer er reduceret. Dette tilsyneladende
paradoksale resultat skyldes, at fluksobservationen nu tilleegges relativt mindre veegt, og da det er
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fluksobservationen, der giver hele informationen til bestemmelsen af K, bliver konfidensintervallet
bredere. Hvis standardafvigelsen pé fluksobservationen ogséa reduceres med en faktor 5 (fra 65 til
13 m’/d), findes nojagtigt samme resultat som angivet under optimering nr. 2. Det absolutte niveau
af vaegtningen af data har altsé ingen betydning for estimationen af usikkerheder pa kalibreringspa-
rametrene, det er kun fordelingen af vaegtene, der er afgerende.
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Figur 14.5 Overensstemmelse mellem “observeret” og simuleret trykniveau for optimeringer nr.
1-4 (se tabel 14.1).

For at reproducere de observerede trykniveauobservationer bedre, besluttes det at definere tre
zoner for hydraulisk ledningsevne, se figur 14.6. Bade fluks ved nedstrems rand og de 20 trykob-
servationer benyttes som kalibreringsgrundlag (standardafvigelse pa hhv. 65 m’/d og 0.5 m). Resul-
tatet af optimeringen fremgar af tabel 14.2.
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Figur 14.6 [llustration af setup for de inverse keorsler nr. 4 — 6, se tabel 14.1. De rede linier angiver
zoneringen af K. De bla linier er konturer af beregnet hydraulisk ledningsevne.
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Tabel 14.2 Resultat af estimering af de tre K-zoner illustreret i figur 14.6. RMS;, = 0.21 m.

K-Estimat (m/d) 95% konf. lav (m/d) 95% konf. hgj (m/d)
K, 8.4 7.6 9.2
K, 12.4 11.0 14.1
K; 31.7 26.6 37.7

Som det ses i tabel 14.2 resulterer optimering i fornuftige estimater af de hydrauliske ledningsev-
ner. Den darlige parametrisering, hvor K-zonerne ikke er i overensstemmelse med de sande K-
zoner, resulterer imidlertid i, at estimatet af K;, som ligger helt inde i zonen med en sand hydrau-
lisk ledningsevne pa 26 m/d, er overestimeret, og selv 95% konfidensintervallet indeholder ikke
den sande veerdi.

Ofte vil der i praktiske situationer vare betydelig usikkerhed om grundvandsdannelsen til mo-
dellen. Det forsgges derfor at estimere grundvandsdannelsen sammen med de tre K-parametre fra
det ovenstaende eksempel. Det skal navnes, at der i dette tilfaelde bade introduceres en parametri-
seringsfejl (forkert zonering af K) og en konceptuel fejl (forkert ovre randbetingelse). Eksemplet er
imidlertid ikke urealistisk, da begge fejl ofte vil blive begaet i virkelige tilfeelde, uden at man er
klar over det. Startvaerdien for grundvandsdannelsen szttes til 1:10* m/d og resultatet af optimerin-
gen ses i tabel 14.3.

Tabel 14.3 Resultat af estimering af de tre K-zoner illustreret i figur 14.6, samt en homogen
grundvandsdannelse. RMS;, = 0.20 m.

Estimat (m/d) 95% konf. lav (m/d) 95% konf. hej (m/d)
K, 7.6 6.6 8.8
K, 8.1 4.8 13.5
K; 12.4 2.6 58.6
Grundv.dan. 9.3-10° 3-10° 1.9-107°

Grundvandsdannelsen estimeres relativt godt, idet den narmer sig den sande verdi pa nul. Til
gengald har inkluderingen af grundvandsdannelsen i optimeringen stor indflydelse pa optimerin-
gen af de hydrauliske ledningsevner. Specielt for K; opnas en vaerdi, der ligger langt fra den sande
veerdi pd 26 m/d, og samtidig ses 95% konfidensintervallet at vere betydeligt bredere end i det
foregaende eksempel. Arsagen til det relativt darlige resultat kan findes ved at undersoge parame-
terkorrelationerne, se tabel 14.4.

Tabel 14.4 Korrelationsmatrice for kalibreringsparametrene anfort i tabel 14.3.

K; K, K; Grundv.dan.
K, 1.0 0.79 0.78 -0.69
K, 0.79 1.0 0.97 -0.95
K; 0.78 0.97 1.0 -0.99
Grundv.dan. -0.69 -0.95 -0.99 1.0

Der ses at vere stor korrelation mellem grundvandsdannelsen og de hydrauliske ledningsevner, og
korrelationen er specielt hej mht. K3, som bade var sver at estimere og havde det brede konfiden-
sinterval. Eksemplet illustrerer, hvordan hej parameterkorrelation resulterer i problemer med at
bestemme entydige estimater af kalibreringsparametrene.

Det skal bemarkes, at der i de ovenstaende eksempler kun er anvendt stojfrie observationsdata,
dvs. modellen er blevet kalibreret mod de sande verdier af hydraulisk trykniveau og fluks. I praksis
vil disse data altid vare fejlbeheftede i starre eller mindre grad, hvilket vil forsteerke problemerne
med at estimere trovaerdige parametervaerdier. Endelig skal det navnes, at nar den rigtige zonering
af K, dvs. to lige store zoner som vist i figur 14.2, gives som input til den inverse model, finder den
automatiske kalibrering uden problemer frem til de sande vardier af K.
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14.7 ANALYSE AF OUTPUT FRA INVERS MODEL

Et af de meget brugbare resultater, som en invers model kan tilvejebringe, er sensitiviteterne, som
er de afledte af modelresultaterne i observationspunkter mht. kalibreringsparametrene. Sensitivite-
terne i Jacobi-matricen (14.12) kan udnyttes pa to mader. Hvis der foretages en summation af
elementerne i en sgjle i J findes en slags akkumuleret (eller “composite) parameter-sensitivitet, der
angiver den samlede sensitivitet af den pidgaldende parameter. En parameter med stor sensitivitet
vil have stor indflydelse pé resultatet af modellens prediktioner i de punkter, hvor der er observati-
onsdata til radighed. F.eks. vil man oftest finde, at for hegjpermeable enheder vil den vertikale
hydrauliske ledningsevne vaere insensitiv, mens den horisontale hydrauliske ledningsevne vil vere
sensitiv. Omvendt forholder det sig normalt med lav-permeable enheder. Hvis sensitiviteterne i
Jacobi-matricen summeres raekkevis, vil resultatet vaere en slags akkumuleret observations-
sensitivitet, der angiver informationsvardien af den enkelte observation. En lille akkumuleret
observations-sensitivitet betyder, at den pageldende méling ikke har ret stor betydning for be-
stemmelsen af kalibreringsparametrene. Omvendt betyder en stor akkumuleret observations-
sensitivitet, at malingen er vigtig for estimation af parametrene.

UCODE/MODEFLOW2000 og PEST foretager beregningerne af de akkumulerede sensitiviteter
pa to forskellige méder. | UCODE/MODEFLOW?2000 findes de sékaldte dimensionslese skalerede
sensitiviteter ("dimensionless scaled sensititity”), ss;;

al//sim,/' bi
SSij _—
ob. s

i J

(14.21)

hvor s;; = 1/(w;)"°. Hvis vagtene wj specificeres som anfort i (14.2), vil s; vaere lig standard-
afvigelsen pa observation nr. j. En dimensionsles skaleret sensitivitet forteeller om den enkelte
observations informationsindhold mht. en enkelt parameter. Man kan ogsa valge at tolke ss som
den enkelte parameters indflydelse pa en enkelt observation.

Beregningen af ”composite scaled parameter sensitivity” foretages som (idet veegtningsmatricen
w antages at vere en diagonal-matrice)

2
1 Ry a‘//vim J b
o sim.j_ D 14.22
CSSI N Z( 6bl g ( )

obs j=1 Ji

hvor N, er antallet af observationsdata. Der foretages, som beskrevet ovenfor, en sgjlevis summa-
tion af (de kvadrerede) sensitiviteter i Jacobimatricen (14.12). I PEST beregnes tilsvarende der en
”composite parameter sensitivity”

2

1 No [ O |

cps, = > Vaimi 1 (14.23)
Nobs Jj=1 abl Sjj

der svarer til (14.22) ovenfor. Det ses, at cps ikke er dimensionsles, da sensitiviteterne ikke multi-
pliceres med parameterveerdien, som det er tilfeeldet i (14.22).

Til forskel fra UCODE/MODFLOW2000 bestemmes der i PEST ogsa en ”composite observati-
on sensitivity”, cos, som er givet ved

2

1 4L a sim, j 1

cos, =— > Wy 1 (14.24)
Nb i=1 8bl Sjj

hvor N, er antallet af kalibreringsparametre. Udtryk (14.24) kvantificerer informationsverdien af
observation nr. j. Som anfert i Doherty (2000) skal man vere opmarksom pa, at en hej verdi af
cos ikke nedvendigvis betyder, at observationen er meget vigtig for optimeringen. Hvis der f.eks.
findes to observationer lige ved siden af hinanden, vil begge fa beregnet en hgj cos, men pga.
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indbyrdes korrelation, vil informationsverdien af de to malinger tilsammen ikke svare til summen
af deres akkumulerede (composite) observations-sensitivitet.

Det er vigtigt at pointere, at udpegelsen af vigtige parametre pa baggrund af sensitivitetsanaly-
ser, der udferes i kalibreringssituationen, ikke nedvendigvis kan overferes til prediktionssituatio-
nen. Hvis det er formalet at bestemme sankningen som felge af installation af en ny kildeplads,
kan det vare, at simuleringen af senkningskeglen omkring kildepladsen er sensitiv overfor nogle
parametre, der ikke blev fundet sensitive i kalibreringssituationen. I dette eksempel skabes der i
prediktionssituationen et andet stremningsfelt end det var tilfeeldet i kalibreringssituationen, og der
er derfor en vis sandsynlighed for, at det er nogle andre parametre, der er vigtige i den nye situati-
on. Ligeledes kan det veare, at prediktionen af indvindingsoplande eller transporttiden til en eksiste-
rende kildeplads er sensitiv overfor andre parametre end det blev konstateret under kalibreringen. I
dette eksempel er stremningsfeltet i kalibrerings- og prediktions-situationen den samme, men det er
nogle andre variable, der er fokus pé, f.eks. er der en vis sandsynlighed for, at transporttiden til en
kildeplads er sensitiv overfor nogle parametre, der ikke havde stor indflydelse p& simuleringen af
det hydrauliske trykniveau.

Det er derfor vigtigt at afrapportere resultatet af en sensitivitetsanalyse foretaget med de optima-
le parameterestimater, sa det er klart, hvilke parametre der er godt bestemt, og hvilke parametre,
der er mindre godt bestemt. Dette vil for kalibreringsparametrene ogsa fremga af den estimerede
parameterusikkerhed, f.eks. i form af 95% konfidensintervaller eller angivelse af den estimerede
standardafvigelse. Desuden er det vigtigt, at der ogsd gennemfores en sensitivitetsanalyse eller
folsomhedsanalyse i prediktionssituationen, for at finde frem til, hvilke parametre der vigtige for
simulering af de variable, der fokuseres pa i denne situation. Safremt der ikke er overensstemmelse
mellem parametrene, der blev fundet sensitive i hhv. kalibreringssituationen og prediktionssituatio-
nen, er der grund til at vaere papasselig, for i den situation skal der genereres simuleringsresultater
med en model, hvor en eller flere af de vigtige parametre er darligt bestemt. Dette er en vigtig
information at viderebringe, s& der kan blive ageret i henhold dertil. Det kan eventuelt blive beslut-
tet pa den foreliggende information at sege at tilvejebringe information om de parametre, som der
er problemer med, hvis dette er fysisk og gkonomisk muligt. Alternativt skal de producerede resul-
tater tolkes med varsomhed, idet de sandsynligvis vil vaere beheftet med stor usikkerhed.

14.7.1 Urealistiske parameterestimater

Anvendelse af automatisk parameteroptimering resulterer til tider i estimation af urealistiske para-
metervaerdier, hvor f.eks. den hydrauliske ledningsevne af et lerlag er urealistisk hgj, den hydrauli-
ske ledningsevne for et sandlag er lavere end for et siltlag eller vandlgbskonduktiviteten i et sandet
omrade er meget lille. Den slags problemer opstar normalt ikke, ndr der udferes manuel kalibre-
ring, da hydrogeologen ikke vil afpreve urealistiske parameterkombinationer under kalibreringen.

Der kan vere forskellige forklaringer pa, at der estimeres urealistiske parametre. Dels kan opti-
meringen vaere blevet fanget i et lokalt minimum, og i det tilfzelde vil overensstemmelsen mellem
observerede og simulerede data sandsynligvis ogsa veere dérlig. En anden forklaring kan vere, at
optimeringen pga. entydighedsproblemer har konvergeret mod et minimum, der giver god overens-
stemmelse med observationsdata, men som resulterer i parametervaerdier, der ikke er i overens-
stemmelse med virkeligheden. Dette problem svarer til, hvad der af Beven (1993) ben@vnes “equi-
finality”, hvilket beskriver, at forskellige modeller kan resultere i reprasentationer af
virkeligheden, som ikke kan afvises som utrovaerdige. I afsnit 14.3 er forskellige arsager til enty-
dighedsproblemer beskrevet mere udferligt.

En tredje forklaring pé urealistiske parameterestimer er, at der er fejl i den opstillede model (Po-
eter & Hill, 1996). Der kan f.eks. vare tale om, at den konceptuelle model (hydrogeologisk tolk-
ningsmodel) er fejlbehaeftet, eller at der er foretaget en forkert parametrisering. Den inverse model
vil forsgge at kompensere for disse fejl ved at tillegge kalibreringsparametrene verdier, der ikke er
i overensstemmelse med det virkelige system. Urealistiske parameterestimater kan i dette tilfzelde
ikke forkastes under paskud af, at den inverse model ikke “virker”. I stedet ber et sddant resultat
anvendes konstruktivt, hvor resultaterne fra den inverse model analyseres (f.eks. fordeling af resi-
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dualer i systemet og usikkerhedsestimater pa parametrene) sammen med f.eks. den geologiske
model eller den anvendte parametrisering i et forseg pa at finde evt. fejl i modelopsatningen.

Alternativt kunne flere forskellige modeller opstilles og sammenlignes pa baggrund af primaert
(a) hvor realistiske de estimere parametre anses for at vare, (b) hvor god overensstemmelse der er
med observationsdata (f.eks. RMS-verdi), samt (c) hvor tilfeldigt residualerne er fordelt i model-
len (Hill, 1998). P& baggrund af de tre kriterier kan de alternative modeller rangordnes og nogle
kan eventuel helt forkastes ud fra nogle pa forhand opstillede kriterier.

14.8 EVALUERING AF KALIBRERINGSRESULTAT

Reilly & Harbaugh (2004) anbefaler, at der tages stilling til folgende spergsmal ved evaluering af,

om en model er kalibreret tilstraeekkeligt godt:

1. En den konceptuelle model (hydrogeologiske tolkningsmodel, parametrisering, etc.) for det
betragtede system rimelig?

2. Er den matematiske repraesentation af randbetingelserne rimelige for formalet med opgaven?

3. Reproducerer det simulerede trykniveau og stremningsfordeling de vigtige aspekter af strom-
ningssystemet, sdsom sterrelse og retning af trykniveaukonturerne?

4. Er der en rimelig overensstemmelse mellem observeret og simuleret trykniveau og afstremning
(udtrykt ved kvantitative mal som f.eks. RMS-verdien) i forhold til formélet med undersagel-
serne?

5. Fordeler residualerne sig ligeligt over modelomrédet, dvs. er der en tilfeldig fordeling af hhv.
over- og under-prediktering af de observerede trykniveauer? Hvis det ikke er tilfeldet, er der sa
en hydrogeologisk begrundelse for at endre modellen og derved opné en mere tilfzldig rumlig
fordeling af residualerne?

De to forste spergsmal er primert relateret til den konceptuelle forstéelse af det betragtede system

samt modelopsatningen for systemet. Disse spergsmél er der normalt taget stilling til inden kali-

breringen pabegyndes, men hvis det i lgbet af kalibreringsprocessen viser sig, at det ikke er muligt
at opné en tilfredsstillende overensstemmelse med de observerede sterrelser, vil det vere naturligt
at stille spergsmalene igen, og eventuelt forsege at korrigere den hydrogeologiske tolkningsmodel
inkl. geologisk model og randbetingelser).

Specifikt for resultater af en invers kalibrering vil det vaere hensigtsmassigt yderligere at stille
folgende sporgsmal:

A. Har de estimerede parametre rimelige storrelser, der ligger indenfor de forventede intervaller?

B. Er de estimerede parameterusikkerheder og —korrelationer rimelige?

C. Er der opnéet et globalt minimum i den inverse kalibrering?

Det skal sandsynliggeres, at svarene pa ovenstaende spergsmal er bekraftende. Hvis der ikke kan

gives positive svar, skal det forklares, hvad der er arsag til de fundne problemer.
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